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Resumo: Este artigo apresenta a solugdo de um problema inverso de estimacdo de parémetros pertinentes a um
modelo matematico que envolve transferéncia de massa em um processo de desidratacdo osmética de hortalicas,
particularmente, o tomate cereja (Lycopersicon esculentumvar. cerasiforme). O objetivo é identificar a umidade de
equilibrio (Yeq) € difusividade efetiva da agua (De). Utilizando a 22 Lei de Fick na equagdo do balango de massa de
agua no interior do produto e resolvendo o sistema de equacfes atraves de técnica analitica, obteve-se a distribuicéo
transiente de umidade do produto, que serve para determinar a difusdo de massa em qualquer ponto do meio. A analise
dos coeficientes de sensibilidade da umidade aos parametros (De) € (Yeq) mostrou uma correlagéo de néo linearidade
entre 0s mesmos, tornando possivel uma estimacdo simultanea dos dois paréametros. O problema de estimacédo de
parametros foi resolvido através da minimizagao da norma dos minimos quadrados ordinarios utilizando o algoritmo
de minimizagéo de Levenberg-Marquardt. Os resultados obtidos através da solugcdo do problema inverso para as
solucdes de NaCl (10% e 25% p/p) e NaCl-Sacarose (25% p/p) foram 1,212x 10°+1,699x 1022 /s, 2,963+2,374x 107>
kg H,O/kg massa seca, 1,772x 10 °+2,039x 10 12me/s, 2,602+1,405x% 10°kg H,O/kg massa seca e 1,362x 10°+2,426x 10
2nvp/s, 4,063+2,679% 10° kg H,0O/kg massa seca, respectivamente.

Palavras-chave: Modelagem matematica, desidratacdo osmética, tomate cereja, transferéncia de massa, estimacao de
parametros

1-INTRODUCAO

O tomate cereja (Lycopersicon esculentumvar. cerasiforme) é considerado a forma mais primitiva desta hortalica
Ele é de forma geométrica bem definida, praticamente uma esfera, de tamanho reduzido, cerca de 2 a 2,5 cm de
didmetro. Pesquisadores acreditam que a partir dele € que foram sendo alteradas as variedades, chegando & diversas
gue atualmente sdo cultivadas, seja para mesa ou para industrializagéo.

Esta hortalica se caracteriza por seu ato teor de umidade, sendo considerado um produto altamente perecivel. Por
isso, pesquisadores tém buscado aternativas que possibilitem a industrializacdo deste produto e a reducdo de altos
indices de desperdicio.

A busca de aternativas que reduzam o consumo de energia € uma constante em todas as &reas. Na secagem de
frutas e hortaligas, a preocupaga@o em se obter produtos de boa qualidade tem levado muitos pesquisadores (Gaspareto et
al., 2004; Neto et al., 2005; Park et al., 2001) a utilizar como pré-tratamento a desidratacdo osmética. Segundo Ramalho
et al., 2004, em poucas palavras, a desidratacdo osmatica € uma técnica usada para remocgédo parcial de agua quando
alimentos sao imersos em uma solucdo hiperténica. Durante o processo, ocorrem dois fluxos contrérios. um fluxo de
agua que sai do alimento para a solucéo e uma transferéncia do soluto da solugéo para o alimento.
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Este processo pode reduzir até 50% o contelido de umidade do produto, diminuindo o tempo de secagem e,
consequentemente, o consumo de energia e melhorando a qualidade do produto final (Gaspareto et a., 2004).

A difusividade efetiva e a umidade de equilibrio sdo parametros importantes nas andlises, projecdes e otimizactes
de processos de desidratacdo osmoética. A estimacdo dos parametros pode ser feita através dos Métodos Diretos ou
M étodos Inversos.

v' Método Direto: estes métodos consistem em projetar uma experiéncia de maneira que os valores medidos
possam ser expressos através de uma fungdo matemética. A fungdo matemética deve expressar as propriedades
diretamente em termos das medidas realizadas. Assim, cada experiéncia permitird o calculo de um Unico valor
do parémetro.

v' Método Inverso: a utilizagdo deste método € mais vantajosa do que a utilizagdo do direto, pois permite estimar
0 maior nimero possivel de parémetros a partir de uma simples experiéncia, aumentar a precisdo, combinar
vérias experiéncias para estimar os mesmos parametros e determinar os limites de confianga (Beck e Arnold,
1977).

O propésito deste trabalho é analisar o processo de desidratagdo osmética do tomate cergja, abordando os temas

modelagem e estimacdo dos par@metros através do paradigma referido como “Método Inverso”, em particular a
difusividade efetiva e a umidade de equilibrio.

2- MODELAGEM MATEMATICA
2.1-Problema Direto - Solugdo Analitica da Equacéo de Difusdo de Massa

A aplicagdo da teoria da transferéncia de massa por difusio permite o desenvolvimento de um modelo matematico
que reproduza da forma mais adequada possivel o comportamento que determinados alimentos assumem quando
submetidos ao processo de desidratacéio osmética.

Varios autores (Matusek and Merész, 2003; Chenlo et al., 2005) tém estudado a desidratacdo osmética, através da
Segunda Lei de Fick, segundo a qual o fluxo de massa é proporcional ao gradiente de concentragéo entre o solido e a
solucéo.

Utilizando a22 Lei de Fick, na equacdo do balanco de massa de &gua no interior do produto, obtemos:

111_\:: N(D,NY) 2.1)

Onde Y contetido de umidade no tempo (kg H,O/kg massa seca)
Der. difusividade efetiva da agua (m2/s)
t: tempo ()

Em sistemas de coordenadas esféricas, a equacdo de difusdo é expressa como:

e fiye, 1 1 o, De TPYU -
—oF°D —;+——% e —+t—————y+n 2.2
& “Wrp seqTq& ® " fap seq T @2

Assumindo regime ndo estacionario, sem geragdo de massa dentro do sélido e forma geométrica de uma esfera de

raio g, onde a transferéncia de umidade durante a desidratacdo osmética € predominantemente unidirecional e
considerando Def constante, a Eq.(2.2) sereduz &

iﬂ:E—ﬂzw(r’t),naregiéo0<r<r1 e t>0 23)

D, ® r qr?

Onde aumidade Y deve obedecer as seguintes condi¢des inicia e de contorno:

—T[Y1(10’t)=0,emr=0 e t>0 (24
r
Y(rl,t)=qu,emr=r1 e t>0 (2.5)

Y(r,O)ZYO,naregiéoO<r<r1 e t=0 (2.6)
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Desprezando as resisténcias externas atransferéncia de massa e o encolhimento do produto durante a desidratacéo
osmética e aplicando as condi¢des inicial e de contorno, a solucéo analitica da Eq.(2.3) pode ser obtida pelo método da
Separacdo de Varidveis. Assim, a solucdo em termos do adimensional de umidade é dada pela seguinte equagao:

Y-Y 6 & -
YO- qu p n=1 N

Onde;

Y: contelido de umidade no tempo (kg H,O/kg massa seca)

Yo: contetido de umidade inicial (kg H,O/kg massa seca)

Yeq: contetdo de umidade de equilibrio (kg H>O/kg massa seca)

D¢: difusividade efetiva da dgua (m2/s)

t: tempo (9)

ry: ralo médio da amostra (m)

Portanto, para o célculo da distribuicdo transiente de umidade a Eq.(2.7) pode ser escrita da seguinte maneira:

6% 1 "0z
Y=Y, +(Yo- Yo, )Fa —e " (28)
n=1
2.2-Analise de Sensibilidade

O estudo dos coeficientes de sensibilidade da umidade aos pardmetros deve ser realizado para se verificar a
existéncia de solucdo do problema inverso de estimagdo de parametros no que concerne adeterminacdo do nimero de
parémetros que podem ser estimados a partir de uma Unica experiéncia. Verifica-se que a distribuicdo de umidade tem a
seguinte dependénciafuncional:

Y =Y(rt,Y,,Y,, Dy ) 2.9)

Um coeficiente de sensibilidade € a primeira derivada da variavel medida em relagdo ao paré@metro desconhecido.
Sendo Y(r,t, m,b )uma variavel de estado, I; = (rl, r,. rn) uma variavel espacia, t o tempo,

m= (m, mz,mq) os parametros conhecidose b = (bl, b,,...b p) os par8metros desconhecidos. O coeficiente
de sensibilidade no ponto r;, no tempo t, para o parémetro b; é:

xj(ri,tn,mb):wg = Xi)i,n (2.10)

o, Br tn

Os coeficientes de sensibilidade representam a variagdo da varidvel de estado devido a uma mudanca no valor do
parémetro desconhecido. Ele exprime também como o modelo reage a uma pequena perturbacdo dos parametros e
permite medir aimportancia deste efeito sobre 0 comportamento da varidvel em estudo (Beck e Arnold, 1977).

2.3-Problema I nverso

Os métodos de estimacéo de parémetros envolvem vérias técnicas de aproximagdo. Um critério de aproximacdo €
uma funcdo quadrética composta por uma ou duas fungBes objetivas mais uma funcéo Bayesiana.

Sb)=[z- Y(o)W[Z- Y(b)]+[m- b]"U[m- b] (211)

Onde Z(nx1) é o vetor de medidas, W(nxn) e U(pxp) sdo matrizes que dependem do tipo de estimador. Para os Minimos
Quadrados Ordinérios (OLS) W=l e U=0.

Existem muitos métodos para a minimizagdo ou maximizagdo de uma funcdo néo linear. A escolha depende do
nimero de parametros a ser estimado e até certo ponto da estrutura do critério. Para os problemas n&o lineares, o
Método de Gauss-Newton é o mais apropriado dos métodos quando o nimero de paréametros desconhecidos ndo é
grande.

Para os problemas n&o lineares, do ponto de vista de estimacdo de parametros, X = X(b), um procedimento

iterativo deve ser usado. Com o sobrescrito k como contador da iteracdo, a equagéo é dada por:
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b ) = b0 4 [ TeMx ) +U [ X T0W(Z - Y))+U (m- b ®)] (2.12
O procedimento iterativo comega com um chute inicial, b ©) , em cada passo o vetor b é modificado até:

‘b(kﬂ) _ b(k)

" <d,parai=1,2,...p (2.13)
Ib,®]+x

Onde d & um niimero pequeno tal como 10° que representa o erro relativo de convergénciae X (<10'°) permite evitar

asituag&o onde bi(k) =0

3-RESULTADOS E DISCUSSAO
3.1-Problema Direto

O problema direto foi resolvido para se determinar a distribuicdo transiente do contelido de umidade do tomate
cereja submetido ao processo de desidratacdo osmética. Os dados experimentais foram obtidos através da leitura dos
gréficos da perda de agua da experiéncia realizada por Azoubel et al (2004). Os valores numéricos associados aos
parémetros necessarios asolugdo do modelo séo:

Produto: tomate cereja

r= 1,4 € m, raio médio do produto

Yo= 15,66 kg agua /kg massa seca, conteido de umidade inicial do produto

Yeq= 2,96 kg agua /kg massa secae De= 1,21 6° m¥/s, contetido de umidade de equilibrio e difusividade efetiva da
agua do produto para a solucdo NaCl 10%, respectivamente

Yeq= 2,60 kg agua /kg massa secae De= 1,77 6° m/s, contetido de umidade de equilibrio e difusividade efetiva da
agua do produto para a solucdo NaCl 25%, respectivamente

Yeq= 4,06 kg &gua/kg massa seca e De= 1,36 e° m/s, contetido de umidade de equilibrio e difusividade efetiva da
agua do produto para a solugdo NaCl-Sacarose 25%, respectivamente.

t= 72000 s, tempo total da experiéncia.

Na Fig (3.1) encontra-se a evolucdo transiente da distribuicdo do conteldo de umidade para as trés solugdes
osméticas obtida a partir da Eqg. (2.8). Observa-se que em todas as curvas ocorre a diminuigdo da umidade mais
intensamente nas primeiras horas do processo de desidratagdo osmdética e mais rapidamente com o aumento da
concentracdo da solucdo de NaCl, esse resultado é semelhante ao obtido por (Mata et al., 2003 e Igarashi et al., 2000).
O acréscimo do NaCl a solugdo faz com que ocorra um aumento na pressdo osmotica, considerando a conhecida
capacidade de diminuir a atividade de agua que o NaCl possui. Pode-se ver ainda que a adi¢do da sacarose a solugdo
causa uma dificuldade na transferéncia do contetido de umidade, o que pode ser explicado pelo fato da sacarose formar
uma pelicula na superficie do produto. O comportamento das trés curvas obtidas mostra a possibilidade de consisténcia
do modelo em representar 0 processo de desidratacdo osmética.
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Figura 3.1: Evolugdo transiente da distribuicdo do contelido de umidade obtida pelo modelo matemético para as
solugBes de NaCl 10%, NaCl 25% e NaCl-Sacarose 25%

3.2-Andlisede I dentificabilidade

A primeira andlise trata de identificar qual a melhor composic¢éo de solugdo que permitir4 determinar de maneira
mais favoravel, ou segja, maior sensibilidade aos par@metros desconhecidos quando da realizacdo da experiéncia de
desidratacdo osmdtica.

Neste trabalho os coeficientes de sensibilidade sdo avaliados para o contelido de umidade de equilibrio do produto
e paraadifusividade efetiva da dgua.

3.2.1-Sensibilidade a Umidade de Equilibrio

NaFig (3.2) observa-se que os coeficientes de sensibilidade ao contelido de umidade no equilibrio evoluem de
modo crescente com o tempo até atingir uma estabilidade. As curvas indicam que a variagdo dos coeficientes é mais
significativa quando a experiéncia é feita utilizando o sistema combinado de NaCl-Sacarose, onde o valor maximo do
coeficiente de sensibilidade é alcancgado. Isto esta de acordo com o fendmeno fisico, pois a adi¢do da sacarose asolugéo
dificulta a transferéncia de massa e o valor do contelido de umidade no equilibrio obtido é mais elevado. Assim, a
estimagéo deste parametro, Yeq, Seré mais eficiente quando a experiéncia for feita com solugbes mais concentradas de
NaCl, onde o valor do contelido de umidade de equilibrio atingido € pequeno.

5 -

g
S

g
=g
55 L
4 parametros
% ) Y ogNacl 25%
T g 1 Y oqNacCl 10%
Lo
8 g Y oqNaCl-Sacarose 25%

0 T T T 1
o 20000 40000 60000 80000

tempo(s)

Figura 3.2: Evolugdo temporal dos coeficientes de sensibilidade da umidade ao contetido de umidade de equilibrio,
de acordo com a composic¢éo da solugdo
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3.2.2-Sensibilidade & Difusividade Efetiva da Agua

A evolucdo temporal dos coeficientes de sensibilidade a difusividade efetiva da &gua, Dy, com o tempo pode ser
verificadana Fig (3.3). Observa-se que os valores dos coeficientes de sensibilidade tém inicialmente uma evolucéo
decrescente e negativa. Considerando os valores em termos absolutos, observa-se que as curvas tém uma reducdo dos
coeficientes a medida que a desidratacéo tende ao equilibrio com o tempo. Quando a experiéncia é realizada com
maiores concentragdes de NaCl, esse valor € maior, uma vez que, o incremento do NaCl a solugdo facilita a
transferéncia de massa e o processo de desidratagdo ocorre mais rapidamente.

© 0 7
°
o
o
y
R
B

v
=a)
=R
o ° _
mg 2
8 &
P g parametros
o
@ g D NaCl 10%
g 3 D_NaCl 25%
58 «Na o
g D _NaCl-Sacarose 25%
35 *

=]

-4 T T T 1
0 20000 40000 60000 80000
tempo (s)

Figura 3.3: Evolucéo tempora dos coeficientes de sensibilidade da umidade adifusividade efetiva, de acordo com
a composicao da solucéo.

3.3-Susceptibilidade dos Par ametros do Modelo a I dentificacdo

Nas Figs (3.4), (3.5) e (3.6) sdo apresentados respectivamente os coeficientes de sensibilidades reduzidos para os
experimentos realizados com solugdes de NaCl (10 % p/p), NaCl 25% e NaCl-Sacarose 25%. Através da andlise destes
coeficientes pode-se concluir se o propésito de estimar simultaneamente os par@metros Y, € Der tem chance de ser bem
sucedido.

4 -
2 A
parametros
Def
8 Y eq
8 o T T T |

param

20000 40000

temp

Coefidentede sens bilidadereduzido da

umidade aos

Figura 3.4: Evolucéo temporal dos coeficientes de sensibilidade da umidade aos parametros que influenciam na
desidratagdo osmética, para a solugdo de NaCl (10 % p/p)
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Figura 3.5: Evolugdo temporal dos coeficientes de sensibilidade da umidade aos pardmetros que influenciam na
desidratacdo osmética, para a solugédo de NaCl (25 % p/p)

parametros

0 20000 40000 60000 80000
tempo(s,

Codficientede sens bilidade reduzido
da umidade aos parametros

4 -

Figura 3.6: Evolucdo temporal dos coeficientes de sensibilidade da umidade aos pardmetros que influenciam na
desidratac8o osmética, para a solugdo de NaCl-Sacarose (25 % p/p)

Observa-se que nos trés casos estudados o comportamento das curvas obtidas sdo idénticos. Verifica-se que os
coeficientes sdo linearmente independentes e, ainda, possuem valores elevados o suficiente, fazendo com que até
mesmo pequenas variagdes nos valores dos parametros estimados reflitam respostas no modelo matemético. Assim,
pode-se pensar que a estimag&o simultanea dos mesmos a partir de uma simples experiéncia € possivel.

3.4-Estimacéo de Par ametros

Um cadigo em linguagem Fortran foi utilizado para o célculo da difusividade efetiva da égua e da umidade de
equilibrio e, 0 Método de Levenberg-Marquardt Press et a (1992) foi o aplicado para resolver o problema de
identificacao.

A distribuicio de umidade tedrica obtida no problema direto, foi acrescido um ruido aditivo, constante, Gaussiano,
ndo correlacionado, de média nula e desvio padréo s = 1% para obtencéo da distribuicdo de umidade da experiéncia
simulada para as solugdes de NaCl (10% p/p), NaCl (25% p/p) e NaCl-Sacarose (25% p/p).

Os resultados apresentados na Tab.(3.1) mostram que foram obtidos valores estimados muito precisos tanto para a
De quanto para a Yeg.
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Tabela 3.1- Resultados da estimacdo da difusividade efetiva e umidade de equilibrio do tomate cereja, obtidos
através do Método de Levenberg-Marquardt.

Solugdes Par ametros Valor Conhecido Valor Estimado Incertezas Ruido
D (M?2/S) 1,210x10° 1,212x10° 1,699x107 0,01
Yeq (Kg/kg) 2,96 2,963 2,374x10°
D (M?2/S) 1,210x10° 1,214x10° 3,405x10™° 0,02
NaCl (10% p/p) Yeq (Kg/kg) 2,96 2,965 4,738x10°
D (M?2/S) 1,210x10° 1,217x10° 5,119x10™° 0,03
Yeq (Kg/kg) 2,96 2,967 7,087x10°
D (M?2/S) 1,770x10° 1,772x10° 2,039x10™ 0,01
Yeq (Kg/kg) 2,60 2,602 1,405x10°
D (M?2/S) 1,770x10° 1,775x10° 4,086x10™° 0,02
NaCl (25% p/p) Yeq (Kg/kg) 2,60 2,602 2,807x10°
D (M?2/S) 1,770x10° 1,778x10° 6,144x10™° 0,03
Yeq (Kg/kg) 2,60 2,602 4,205x10°
D (M?2/S) 1,360x10° 1,362x10° 2,426x107° 0,01
Yeq (Kg/kg) 4,06 4,063 2,679x10°
NaCl-Sacarose D (M?2/S) 1,360x10° 1,366x10° 4,865x10™° 0,02
(25% p/p) Yeq (Kg/kg) 4,06 4,065 5,347x10°
D (M?2/S) 1,360x10° 1,370x10° 7,318x10™° 0,03
Yeq (Kg/kg) 4,06 4,066 7,997x10°

Observarse que os valores para os parametros foram estimados com ruidos variando de 1% a 3%. Verifica-se que
as incertezas cal culadas para cada valor da Det e da Yeq aumentam com o aumento do ruido, isto &, quanto maior o ruido
inserido na experiéncia, maior é a incerteza, conseqiientemente, menor a confiabilidade do resultado alcangado.

NasFigs. (3.7) e (3.8) estdo as distribuicdes da umidade com o tempo para a experiéncia simulada e modelo com
os valores da D € Yeq estimados pelo Método | nverso.

16 7

ex periénciasimuadaNaCl 10%
modelo NaCl 10%

ex periénciasimuladaNaCl 25%

a e

o S

§ ———  modelo NaCl 25%
E

0 20000 40000 60000 80000
tempo(s)

Figura 3.7: Evolucdo transiente da distribuicdo de umidade obtida pelas experiéncias simuladas e modelo, com
ruido de 1% para as solugdes de NaCl 10 e 25 % p/p.
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Figura 3.8: Evolugdo transiente da distribuicdo de umidade obtida pela experiéncia simulada e modelo, com ruido
de 1% para a solugdo de NaCl-Sacarose 25 % p/p

4-CONCLUSAO

Um problema inverso de transferéncia de massa foi resolvido para se estimar a difusividade efetiva da dgua e a
umidade de equilibrio do tomate cereja submetido a um processo de desidratacdo osmética. A identificagdo dos
parémetros foi realizada a partir dos dados obtidos de uma experiéncia simulada de desidratacdo osmética contaminada
por ruidos.

O modelo matemético difusivo foi resolvido analiticamente considerando o sdlido como uma esfera, tal como
tomate cergja, com difusividade efetiva da agua constante, transferéncia de massa unidirecional, e desprezando as
resisténcias externas a transferéncia de massa e o encolhimento do produto durante o processo.

A andlise dos coeficientes de sensibilidade foi imprescindivel na estimagdo dos parémetros, uma vez que através
dela identificou-se a ndo linearidade dos mesmos.

O Método de Levenberg-Marquardt Press et a (1992) foi o utilizado para resolver o problema de identificagédo dos
pardmetros.

Os valores estimados obtidos para a D e Yeq mostraram-se muito proximos dos valores conhecidos. Assim, a
estimacdo dos parametros difusividade efetiva e umidade de equilibrio pelo Método Inverso mostra-se uma préatica
bastante eficaz.
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Abstract: This article presents the solution of parameter estimation inverse problem for a mathematic model that
involved mass transfer in the process of osmotic dehydration of horticultural products, in this specific case the cherry
tomato. It aims to identify the equilibrium moisture content (Y) and effective diffusivity of water (D) into the product.
It was used the Fick's second law in the mass balance equation into the product and solving the system of equations
through analytic technique, and the transient distribution of moisture content in the product was determinate. That is
used to determinate the mass diffusion in any point of the middle. The analyses of the sensitivity coefficient of the
moisture content to the parameters D and the Yeq shows us that there aren’t a linear dependence between them; this
means that is possible to determine simultaneously these two parameters. The parameter estimation problem was
solved with the Levenberg-Marquardt algorithm of minimization of the least-squares norm. The obtained results for the
estimated parameters of Qs and ¥, for NaCl (10% and 25% p/p) and NaCl-Sacarose (25% p/p) solutions was
1,212x 10°9+1,699x 102 ne/s, 2,963+2,374x 10° kg H,0/kg dry mass, 1,772x10°+2,039x 10 %me/s, 2,602+1,405x 10
3kg H,O/kg dry mass e 1,362x 10 °+2,426x 10 *°me/s, 4,063+2,679x 10° kg H,0O/kg dry mass, respectively.

Keywords: Mathematical modeling, osmotic dehydration, cherry tomato, mass transfer, parameters estimation



